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探索性分析



描述性统计量

均值：numpy.mean

极值：numpy.min, numpy.max

中位数：numpy.median

百分位数：numpy.quantile

方差和标准差：numpy.var, numpy.sd

极差：

标准误：

偏度：scipy.stats.skew

峰度：scipy.stats.kurtosis
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随机变量

 是一个给定的样本空间  上的一个实值函数，在样本空间中的每一个时间  都有一个实数  与其相对应。随机
变量分为两类：

离散型随机变量

能够取到可数个数值的随机变量。例如：在某批产品中抽检 10 个，其中质量合格的产品的数量为 ，  能够取的值为
，则  是一个离散型随机变量。

连续型随机变量

取值个数不可数的随机变量。例如：中国北部某地区的日均降雨量为 ，  能够取得值为 ，则  是一个连续型随
机变量。
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累积分布函数

连续型随机变量 ，对于任意实数 ，累积分布函数定义如下：

表示  情况的概率之和。累积分布函数具有如下性质：

有界性： ， 。

单调性： ，若 。

右连续性： 。

X x

F (x) = P (X ≤ x) (4)

X ≤ x

lim
x→−∞

F (x) = 0 lim
x→+∞

F (x) = 1

F (x1) ≤ F (x2) x1 ≤ x2

lim
x→x+

0

F (x) = F (x0)
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概率密度函数

连续型随机变量 ，对于任意实数 ，概率密度函数定义如下：

其中  表示累积分布函数。概率密度函数具有如下性质：

对于任意 ，有 。

。

对于任意 ， ，有 。

X x

f (x) =
dF (x)

dx
(5)

F (x)

x f (x) ≥ 0

∫

+∞
−∞ f (x)dx = 1

a, b −∞ < a < b < +∞ P (a < X < b) = F (b) − F (a) = ∫

b

a
f (x)dx
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伯努利试验

伯努利试验是只有两种可能结果的单次随机试验，伯努利试验具有如下特征：

试验结果仅可能为两个互斥结果中的一个，取值结果用  和  表示。
对于两种试验结果的概率， ， ，有 。

例如：抛一枚均匀的硬币，正面向上表示成功，反面向上表示失败，该试验即为一个伯努利实验，并且成功的概率

。

0 1

P (X = 1) = p P (X = 0) = q p + q = 1

p = 0.5
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常用分布

二项试验是由一些列伯努利实验构成，二项随机变量  具有如下特征：

试验包含  次相同伯努利试验。
 次伯努利试验相互独立。
二项随机变量  表示  次试验中成功的次数。

则二项随机变量  的概率分布定义为：

其中，  表示每次试验成功的概率，  表示每次试验失败的概率，  表示伯努利试验的次数，  表示试验成功的次

数， 。二项随机变量的期望值 ，方差 。 如果一个随机变量  服从参数为  和  的

二项分布，我们记 。
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常用分布

在多次伯努利试验中，随机变量  表示直至观察到第  次试验成功时试验的进行的总次数，则随机变量  的概率分布称

为负二项分布。负二项随机变量  的概率分布定义为：

其中，  表示每次试验成功的概率，  表示每次试验失败的概率，  表示直至观察到第  次实验成功的试验总次
数。负二项随机变量的期望值 ，方差 。如果一个随机变量  服从参数为  和  的负二项分布，我们记

。

对于负二项分布，当参数  时，即第一次观察到试验成功时试验的总次数，则随机变量  的概率分布称为几何分
布：

其中，  表示第一次观察到试验成功时试验的总次数。几何分布的期望值 ，方差 。如果一个随机变量 

服从参数为  的几何分布，我们记 。
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常用分布

泊松分布描述了单位时间内随机事件发生的次数的概率分布。例如：单位时间内机器发生故障的次数，一段时间内来医院

就诊的人数等。泊松随机变量具有如下特征：

随机事件在单位时间内发生的概率相同。

所有随机事件之间相互独立。

则泊松随机变量  的概率分布定义为：

其中，  表示单位时间内事件的平均数，  为自然对数的底，  表示随机事件发生的次数。泊松分布的期望值 ，方

差 。如果一个随机变量  服从参数为  的泊松分布，我们记 。

X P (x) =
e−λλx

x!

λ e x μ = λ

σ2 = λ X λ X ∼ P (λ)
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常用分布

均匀分布是指，对于均匀分布随机变量  在区间  内随机事件发生的概率相等。对于均匀分布随机变量 ，均匀分布
的概率密度函数定义如下：

均匀分布的期望值 ，方差 。
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常用分布

正态分布是统计学中应用最广泛的一类分布，现实生活中

很多事件都服从正态分布。对于正态随机变量 ，正态分
布的密度函数定义为：

其中，  表示随机变量  的均值，  表示随机变量  的
方差。

X
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1
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e

−
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常用分布

指数分布可以表示独立随机事件发生的时间间隔。指数分

布于泊松分布相关，若单位时间内某随机事件发生的次数

服从单位时间内随机事件发生的平均次数为  的泊松分
布，则任意两个连续发生的随机事件的时间间隔  服从均
值为  的指数分布。

对于指数分布随机变量 ，指数分布的密度函数定义为：

1/β

X

β

X

f (x) = λe−λx, x ≥ 0 (8)
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常用分布

数据分布相关函数 (scipy.stats)

分布类型 概率密度函数 累积密度函数 分布数据随机生成函数

二项分布 binom.pdf binom.cdf binom.rvs

几何分布 geom.pdf geom.cdf geom.rvs

泊松分布 poisson.pdf poisson.cdf poisson.rvs

均匀分布 uniform.pdf uniform.cdf uniform.rvs

正态分布 norm.pdf norm.cdf norm.rvs

指数分布 expon.pdf expon.cdf expon.rvs
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实验设计



假设检验

某厂商购买了 10000 个电灯保险丝，假设供货商保证在任何特定批次中不合格的产品都不会超过 1%。由于厂商不能够把
这一批次的全部 10000 个保险丝都检查，因此必须从这批中选取一个保险丝样本进行检验，根据检验结果决定是接受还是
拒绝这批保险丝。比如说，当选取一个数量为 100 的样本时，不合格产品个数  比较大，则厂商将拒绝这批保险丝。因此
厂商需要通过样本所包含的信息来判断这批保险丝的不合格率  是否超过 。如果  的置信区间在  的左侧，那么
该厂商则可以接受这批保险丝，并且相信不合格品率小于 1%，反之，则拒绝。

从上例中，可以得出在统计假设检验中，需要有一个作为检验对象的，我们称之为原假设或零假设（Null Hypothesis），
记为 。与原假设相对应的假设，我们称之为备选假设（Alternative Hypothesis），记为 。对于上

例而言，原假设和候选假设分别为：

Y

p 0.01 p 0.01

H0 (θ ∈ Θ0) H1 (θ ∈ Θ1)

H0 : θ ≤ 0.01 H1 : θ > 0.01 (9)
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假设检验

其中  为是否拒绝原假设所依赖的一个由样本数据计算得到的统计量，我们称之为检验统计量。对于一维的实参数检验统
计量，原假设和备选假设有如下三种形式：

1. 单边检验

2. 单边检验

3. 双边检验

检验统计量  的值可以分为两个集合，当检验统计量处于备选假设中检验统计量的取值范围（例如 ）中时，则接受

备选假设，拒绝原假设，则检验统计量的这个集合称之为拒绝域。

μ

H0 : θ ≤ θ0 H1 : θ > θ0 (10)

H0 : θ ≥ θ0 H1 : θ < θ0 (11)

H0 : θ = θ0 H1 : θ ≠ θ0 (12)

θ θ ≥ 10
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假设检验

对于假设检验只可能有两种结果：一个是接受原假设，一个是拒绝原假设。在进行假设检验过程中，容易犯两类错误，分

别是：

1. 第一类错误：拒绝为真的原假设。
2. 第二类错误：接受为假的原假设。

原假设的真伪情况，接受或拒绝原假设以及所犯错误的类型的对应关系如表所示。

假设检验的结论与结果

是否接受原假设 \ 假设真伪  为真  为真

拒绝原假设 第一类错误 正确决策

接受原假设 正确决策 第二类错误

H0 H1
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假设检验

因此，对于一个假设检验问题，设  为样本，  为样本空间中的一个子集，则对于给定的 ，若

 满足

则称有  构成拒绝域的检验方法为显著性水平（Significance Level）为  的检验。

综上所述，可以得到假设检验的一般步骤：

1. 对于待检验的未知参数  和实际的问题，构建假设检验的原假设  和备选假设 。

2. 选择一个合适的显著性水平 ，常用的假设显著性水平有  等。
3. 构建一个统计量 ，  的大小反映了对原假设的有利情况。
4. 根据上式确定检验 。

X1, X2, . . . , Xn W α ∈ (0, 1)

W

Pθ{(X1, X2, . . . , Xn) ∈ W} ≤ α, ∀θ ∈ Θ0 (13)

W α

θ H0 H1

α 0.05, 0.1

s s

W
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常用假设检验

参数检验 VS 非参数检验

目的 参数检验 非参数检验

比较 2 个样本均值 Student’s T Test Wilcoxon’s U Test

比较多个样本均值 ANOVA (Analysis of Variance) Kruskal-Wallis Test

比较 2 个样本方差 Fisher’s F Test Ansari-Bradley / Mood Test

比较多个样本方差 Bartlett Test Fligner Test

21



线性回归



线性回归

在统计学中变量可以分为两类：被预测（或被建模）的变量  称为因变量（或响应变量），用来预测（或建模）的变量称
为自变量，并用符号  等表示。线性回归模型在统计学中是一种联系因变量  和自变量  之间的
模型。

y

x1, x2, . . . , xn y x1, x2, . . . , xn
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一元线性回归

一元线性回归模型是一种简单的线性回归模型，它构建了

自变量  和因变量  之间的一个概率模型。

为了方便理解一元线性回归模型，在此引入一个房屋价格

的案例。数据集 1 包含了 San Luis Obispo 及其附近房屋数
据，字段含义见表。

字段 说明

MLS 记录唯一编码

Location 房屋地理位置

Price 房屋价格（美元）

Bedrooms 卧室数量

Bathrooms 卫生间数量

Size 房屋大小（平方英尺）

Price / SQ.ft 每平方英尺价格

Status 销售状态

x y

1. https://wiki.csc.calpoly.edu/datasets/wiki/Houses
24
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一元线性回归

RealEstate 数据集数据示例

MLS Location Price Bedrooms Bathrooms Size Price / SQ.ft Status

132842 Arroyo Gr.. 795000 3 3 2371 335.3 Short Sale

134364 Paso Robles 399000 4 3 2818 141.59 Short Sale

135141 Paso Robles 545000 4 3 3032 179.75 Short Sale

135712 Morro Bay 909000 4 4 3540 256.78 Short Sale

136282 Santa Mar.. 109900 3 1 1249 87.99 Short Sale

136431 Oceano 324900 3 3 1800 180.5 Short Sale
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一元线性回归

一元线性回归模型假设因变量  和自变量  之间存在如下所述关系。

其中，  为自变量，  为因变量，  和  为模型的确定性分量，  为随机误差分量。对于一元线性回归，数据需要满足如
下假设：

1.  服从正态分布。
2.  概率分布的均值为 ，即 ，其中  表示  的期望。
3. 对于所有的 ，  的方差等于一个常数，即 。

4. 任意两个观测值之间相互独立。

因此，我们可以用一条直线表示数据集中的  和  之间的关系，使得数据点均匀的分布在直线的两侧。

y x

y = β0 + β1x + ϵ (14)

x y β0 β1 ϵ

ϵ

ϵ 0 E(ϵ) = 0 E(ϵ) ϵ

x ϵ σ2

x y
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一元线性回归
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一元线性回归

利用 statsmodels.regression.linear_model.OLS 或 statsmodels.formula.api.ols 进行线性模型拟合，OLS 和 ols 定义如下：

参数 类型 说明

endog array_like 1 维的因变量

exog array_like 多维度自变量，常数项未包含在内，使用 statsmodels.tools.add_constant 添加

missing str 缺失值处理方式，none 不检查缺失值，drop 删除缺失值，raise 抛出异常

hasconst None or bool 用于表示右手侧是否包含用户提供的常量

formula str or Formula 模型函数表达式

data array_like 数据

OLS(endog, exog=None, missing='none', hasconst=None, **kwargs)
ols(formula, data, subset=None, drop_cols=None, *args, **kwargs)
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一元线性回归

在模型函数表达式（formula）类似 R 语言，除了会用到操作符外，还会用到一些特殊的符号和函数。表达式常用的符号
和函数如下 1：

+ 自变量分割符号。
~ 分隔符号。左侧为因变量，右侧为自变量。例如：  与  和  存在线性关系，则表达式为：
: 存在交互关系的自变量连接符号。例如：  与 ，  和  与  的交互项存在线性关系，则表达式为：

。

* 存在交互关系的自变量简洁表达方式。例如：  表示 。

** 表示交互项的次数。例如：  表示 。

. 表示数据集中除因变量外的所有变量。例如：某数据集中包含 ，  和 三个变量，则表达式  表示
。

 表示删除某个自变量。例如：  表示 。

 表示删除常数项。例如：  表示  与  之间存在线性关系，并且拟合直线通过原点。
 表示可用的数学函数。例如：  表示  与  和  之间存在线性关系。

y x1 x2 y ∼ x1 + x2

y x1 x2 x1 x2

y ∼ x1 + x2 + x1 : x2

y ∼ x1 ∗ x2 y ∼ x1 + x2 + x1 : x2

y ∼ (x1 + x2 + x3)2 y ∼ x1 + x2 + x3 + x1 : x2 + x1 : x3 + x2 : x3

x1 x2 y y ∼.
y ∼ x1 + x2 + x1 : x2

− y ∼ (x1 + x2 + x3)2 − x1 : x2 y ∼ x1 + x2 + x3 + x1 : x3 + x2 : x3

−1 y ∼ x − 1 x y

function y ∼ x1 + log (x2) y x1 (x2)

1. https://patsy.readthedocs.io/en/latest/formulas.html
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一元线性回归

summary 查看模型详细信息
params 查看模型参数
fittedvalues 查看模型的拟合值
resid 查看模型的残差

aic 查看模型的赤池宏信息量 1

bic 查看模型的贝叶斯信息量 2

1. Akaike, H. (1974). A new look at the statistical model identification. IEEE transactions on automatic control, 19(6), 716-723.
2. Schwarz, G. (1978). Estimating the dimension of a model. The annals of statistics, 6(2), 461-464.
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一元线性回归

在计算过程中并不一定要知道因变量和自变量是否有线性关系。如果不存相，那么回归方程就没有任何意义了。因此，我

们需要用假设检验的方法，来验证相关性的有效性。通常会采用三种显著性检验：

T 检验：T 检验是检验模型某个自变量  对于  的显著性，通常用 P-value 判断显著性，小于 0.01 更小时说明这个自变
量  与  相关关系显著。
F 检验：F 检验用于对所有的自变量  在整体上看对于  的线性显著性，也是用 P-value 判断显著性，小于 0.01 更小时
说明整体上自变量与因变量相关关系显著。

 相关检验：用来判断回归方程的拟合程度，  的取值在  之间，越接近 1 说明拟合程度越好。为了解决多元回
归自变量越多，判定系数  越大的问题，我们常用调整后的  值。

在得到的回归模型进行显著性检验后，还要在做残差分析(预测值和实际值之间的差)，检验模型的正确性，残差必须服从
正态分布 。对残差进行 Shapiro-Wilk 正态分布检验，W 接近 1，p-value > 0.05，证明数据集符合正态分布。

xi y

xi y

xi y

R2 R2 (0, 1)

R2 R2

N (0, σ2
)
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多元线性回归

多元线性回归是一元线性回归的一种推广，其自变量不再是一个，而是多个。多元线性回归模型假设因变量  和  个自
变量  之间存在下式述关系。

其中，  称为未知参数，  称为截矩项。假设主要有以下几点：

1. 响应变量  和误差项  正态性：响应变量  和误差项  服从正态分布，且  是一个白噪声过程，因而具有零均值，同
方差的特性。

2. 预测量  和未知参数  的非随机性：预测量  具有非随机性、可测且不存在测量误差；未知参数  认为是未知但不
具随机性的常数，值得注意的是运用最小二乘法或极大似然法解出的未知参数的估计值  则具有正态性。

3. 研究对象：如前所述普通线性模型的输出项是随机变量 。在随机变量众多的特点或属性里，比如分布、各种矩、分位
数等等，普通线性模型主要研究响应变量的均值 。

4. 联接方式：在上面三点假设下，对上式两边取数学期望，可得：

Y k

x1, x2, . . . , xk

Y = β0 + β1x1 + β2x2+. . . +βk−1xk−1 + ϵ (15)

βi, i = 1, 2, . . . , k − 1 β0

Y ϵ Y ϵ ϵ

xi βi xi βi

β̂i

Y

E [Y ]

E [Y ] = β0 + β1x1 + β2x2+. . . +βk−1xk−1 (16)
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广义线性回归

广义线性模型 (generalized linear model) 正是在普通线性模型的基础上，将上述四点模型假设进行推广而得出的应用范围
更广，更具实用性的回归模型。

1. 响应变量的分布推广至指数分散族 (exponential dispersion family)：比如正态分布、泊松分布、二项分布、负二项分
布、伽玛分布、逆高斯分布。指数分散族 的详细定义限于篇幅这里不做详细介绍。

2. 预测量  和未知参数  的非随机性：仍然假设预测量  具有非随机性、可测且不存在测量误差；未知参数  认为是
未知且不具有随机性的常数。

3. 研究对象：广义线性模型的主要研究对象仍然是响应变量的均值 。

4. 联接方式：广义线性模型里采用的联连函数 (link function) 理论上可以是任意的，而不再局限于 。当然了联接

函数的选取必然地必须适应于具体的研究案例。同时存在着与假设 里提及的分布一一对应的联接函数称为标准联接函数
(canonical link or standard link)，如正态分布对应于恒等式，泊松分布对应于自然对数函数等。

xi βi xi βi

E [Y ]

f (x) = x
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最小二乘法

最小二乘法是利用最小二乘准则，对用样本数据对回归方程中参数的一种估计方法。以一元线性回归为例，因变量  和自
变量  之间关系为：

我们希望找到一条直线  使得样本中的点能够均匀的分布在直线的两边。对于给定的点 ，其观测值与

真实值的离差为：

则所有的样本点的离差的平方和记为 SSE：

y

x

y = β0 + β1x + ϵ (17)

ŷ = β̂0 + β̂1x (xi, yi)

yi − ŷi = yi − β̂0 + β̂1xi (18)

SSE =
n

∑

i=1

[yi − (β̂0 + β̂1x)]
2

(19)
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最小二乘法

最小二乘法通过最小化 SSE 来确定  和 ，令上式的偏导数为  可以求解  和 。

通过求解方程组可得： ，其中：

β̂0 β̂1 0 β̂0 β̂1

∂SSE

∂β̂0

=
n

∑

i=1

2 [yi − (β̂0 + β̂1x)] (−1) = 0 (20)

∂SSE

∂β̂1

=
n

∑

i=1

2 [yi − (β̂0 + β̂1x)] (−xi) = 0 (21)

β̂1 =
SSxy

SSxx

, β̂0 = –y − β̂1

SSxy =
n

∑

i=1

(xi − x) (yi − –y) =
n

∑

i=1

xiyi −
(∑

n
i=1 xi) (∑

n
i=1 yi)

n
–(22)

SSxx =
n

∑

i=1

(xi − x)2 =
n

∑

i=1

x2
i −

(∑

n
i=1 xi)

2

n
–(23)
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梯度下降

梯度下降（Gradient Descent）是一种常用的最优化方法，可以用来求解函数最小值和最大值的问题。一个函数  的梯
度定义为：

假设在  点  有定义且可微，则函数  在  点沿梯度的相反方向  下降最快。同样以一元线性回归为例，
梯度下降的目标是最小化损失函数（Cost Function），也就是说损失函数越小，线性回归的拟合效果越好。一元线性回归
的损失函数定义为：

其中  表示样本中第  个向量 ，  表示样本中第  个向量 ，  表示假设函数，  为样本数。

f(θ)

∂f (x)

∂x
= lim

δx→0

f (x + δx) − f (x)

δx
(24)

a f(x) f(x) a −∇f(a)

C (β0, β1) =
1

2m

n

∑

i=1

(hβ (x(i)
)− y(i)

)

2
(25)

x(i) i x y(i) i y hβ (x(i)
) n
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梯度下降

梯度下降的计算过程如下：

确定学习速率（Learning Rate），也就是梯度下降过程中的
步伐大小 。
确定参数的初始值：  和 。

根据函数的梯度方向更新  和 ，即：

当达到终止条件（下降高度小于预设值或达到迭代次数）

时，停止更新。

α

β0 β1

β0 β1

βi := βi − α
∂

∂βi

C (β0, β1) (26)
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